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1. HIpPOTESIS Y NOTACIONES

a) k, es un cuerpo real cerrado.

b) k es el cierre algebraico de k,. Por consiguiente: k = ky(7), Vsiendo»'
2+ 1 =20 [2]*

¢) & ..., T, son indeterminadas independientes sobre k.
. : 1 Zy Ty .
d) Aﬂ = k[xly ~v-~yxn], Ai = k T y een s = 1’ ey T
! .’I:,- wi . .’D,- .

e) K=k(x,..,x,)

D) Representaremos por X;, ¢ = 0, ..., n, al espectro-de A4, [1].:En par-
ticular, representaremos por X al espectro de 4; formado tinicamente por los-

ideales primos de dimensién cero. A los elementos de X, los representare-
mos por letras negritas: X, y;, ..., con el subindice 1.

g) Al anillo local de X, respecto de A; lo representaremos por

4i, y a su ideal méximo por M, (x).

'h) Si f € Ai, a la clase de restos f + X, la representaremos por f(x,-)-‘

2. Variepap pE RIEMANN DE UN ESPACIO PROYECTIVO N-DIMENSIONAL SOBRE K

DerFmvicion 1. ‘Llamaremos espacio X, obtenido por recoleccién de los.
espacios X;, al conjunto de todos los eleméntos, que representaremos por

X, Y, -.-, obtenidos a partir de los puntos de los espacios X;, ¢ = 0, ..., n, -

mediante la siguiente definicién de igualdad:

X =X & di, = 4jy (1)

En particular representamos pdr X° al espacio obtenido por recoleccién
de los espacios X!, 1 =0, ..., n, mediante la- definici6n (1).

DeFinicién 2. 8i X est4 formado por. los puntos - (X;, Xj,’...) siendo
X; € X,, ..., diremos que X; es la proyeccién de x sobre X, y escribiremos:

X, = proy, (%)
* Los mimeros entre corchetes se refieren a la literatura citada al final del articulo.

— 16 — (1)
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RBVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO-QUIMICAS Y NATURALES

- El conjunto formado por las funciones S; = (—;—, ::’ sy %) forma
(4 (1 (1

un sistema de coordenadas de uniformizacién para X, Si existe x;, =
= proy ,.(X) Hamaremos coordenadas de x respecto de S; a los nimeros de k:
1 ) .

1 a:1 z, )
(o 2w 2
- Sea X un punto de X’ y sean

x! — xi y - ’ . ” ., l —_— —_ ’ . ”
z, x = . (x) = a5 = a; + 1a;”; .’B‘-(x) = Ay = Ay + 10 ;
ai"’ Qy; E k; ai"7 aii”v %i,: aoi” e ko; ir j = 11 e M (2)
las coordenadas de x respecto de S,.
La aplicacién
o X = (au‘,’ aoi”y ali,y ali”y [XKS] ani’7 a'ni”)

establece una corespondencia biunivoca entre los puntos de X°® que poseen
proyeccién sobre X y los puntos del espacio afin 2n-dimensional, R;, so-
bre k. ,

Se puede obtener una recoleccién de los espacios R; mediante la siguien-
te definicién: dos puntos: '

’ ”

4; = (a0, a”, &, &, ..., Gy ")
— ’ ” ’ ” ’ ”
Ai - (b017 bOi ’ bli’ bli 3 ceey bnj) ni

de R; y R;, respectivamente, se consideran como iguales cuando existe un
punto x de X' tal que ‘ :

ofX) = 4, o, (X) = A4, 3)

El espacio R obtenido por recoleccién de los espacios R;, ¢ = 0, ..., n,

med_iante la definicién (8) se llama variedad de Riemann del espacio pro-

yectivo n— dimensional sobre k, respecto del subcuerpo real cerrado k,.

Si A es un punto de R formado por recoleccién de los puntos 4,=4;=...,

de R,, R, ..., diremos que A4; es la proyeccién de.4 sobre R, y escribire-
mos: '

A; = proym A.
De las defiiniciones (1) y (3) resulta el siguiente:
Lena 1. La correspondencia:
o: XxX—>4 ’ ' (4)
entre X° y R definida por
| ®; (proyx X) =proyz 4, - - (6)
@ : — 16 —




" VARIEDAD DE RIEMANN TRIANGULABLE DE UN ESPACIO PROYECTIVO

(siendo X, un espacio cualquiera, de losi=0, .. n, sobre el que existe la
proyeccién de x) es una correspondencia biunivoca.

.. De la definicién (1) se deduce que a cada x € X le corresponde un anillo
local de K, que representaremos por A, Al ideal miximo de 4, lo repre-
sentaremos por M,

Lema 2. Si x, y € X°, una condicién suficiente para que ambos puntos
posean proyeccién sobre un mismo X es que exista una indeterminada.
X;, tal que x; € Ay, y:

X3k 0 (Mx), x F 0 (M)

3. TRIANGULACIGN DE LA VARIEDAD DE RIEMANN

DerFmNiczén 3. Si X e ¥ son dos puntos de X° tales que existan las pro-
.yecciones de ambos sobre X y no existan las proyecciones de ambos sobre
X’ paraj<i;t, §=0,1, ..., n se llama simplex unidimensional de vér-
tices 4 y B, siendo 4 = o (X) y B = » (y), y se representa por [4, B], al
conjunto de todos los puntos C, de R tales que:

proys; C = Aproyg A + wproysm B, A + w=1; A, p€k; 0= =1 (6)

Si no existe ningin espacio X? sobre el que posean proyecciones X e Y,
nio existe ningdn simplex de vértices 4 y B.

Lema 8. Si x e y poseen proyecciones sobre X, todos los puntos del
simplex [x, y] poseen también proyeccién sobre X, salvo en el caso en
que: — 1< b/fa/ = b"[a” <O.

DemosTracION. — Si 2 es el menor de los niimeros 0, ..., n tal que X ey
posean proyeccién sobre X el lema es consecuencia inmediata de la defini-
cién anterior. Supongamos, por tanto, que no sea éste el caso y que exista
un X, I <14, sobre el que tengan proyeccién X e y. Siempre podemos su-
poner que I = 0, pues, en otro caso bastaria efectuar un cambio de varia-
bles evidente. Sea, por tanto,

_ z; (X) =a, = a + 14", z; () = b; = b/ +ib”, =1, .., n (D)
de donde, :
prOYB‘) 4 = (a/ll: a1”7 a2’5 a2”7 Ty an,, an”); ail' ai” € ko’ i = ly ceey M.
Proyg B = (blly bl”, bz,y 2”5 ey bn,v bn”); bi,a bi” € ko, 1= 1,...., n.
Sea C un punto arbitrario de [4, B] y
prOyRO C = (cl,y Cl”, CZ,y 02”1 AR C,,,, cn”)
En virtud de la definicién 3 serd:

¢ =Aa  +pbl;¢” =2a” + pb;A+pu=1Ap€k;0=0=1. (8
Sean:

1 L
(X)=a*=a,* +1ia,*" ,

x — (D=bF=b + b5 @, a*”, b, b* € ke (9)

— 17 — (3)
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- (X) = a* = o + i0*;

. _ :

= b 4 DA, o b, bR E R (10y

Por consiguiente serd: "
proym 4 = (an*’, a*”, a*, a*”, ..., 4%, a,*")

prOsz B —_ (b *I) b *I b *Il bn I, b *ll)

Vamos a calcular las coordenadas de la proyeccién de C sobre R,. Para.
ello sea z = o™ (C), z € X°. Esto significa que:

z; (5 = ¢ + 167, (11)-

en donde las ¢/, ¢;” vienen dadas por las (8). Sean:

— (® =.¢* = ¥ +i*, o= + e ary
Enionces sera:
PI'O)’Ri C = (cu*l; cﬂ*”a cl*,i Cl*” e C"*,, C *”)' (12)

Todo se reduce a probar que, para todo C € [4, B], todas las coordenadas
de (12) son nimeros de %,. Ahora bien, de (11) se deduce:

@=L 1 o«
X .’E,(Z) h Ci, +: ic;” B Cifz +- Ci”z ) C;lz + C,;”z'
de donde:
: C," C;” IS
® — . ®7 o : 2 "
“ = Y @ Tl w2y
o 1 i o 1 1
De (12) resulta: llc*| = RL andlogamente, la,*|| = K lBe*I = o

De (9) y de estas ultimas relaciones y de (8) se obtiene:
e*Il = llag*l - Ibg*||  [R2be*l + p® lla*ll + 2 X p(a® b + a*” be*")],-
con lo que (12" se puede escribir del siguiente modo:
' A a® Ib* + p b* lla|l

*
T 0T+ et + 2% p (@ b+ e b 13y
. A a® 1b* + w b lla*|l
Cu* = 2 EJ 2 : E] - B ’ 0/ 7 ,r (13,)"
Ab*l + p® llag*l + 2 X w (a® b + a,*” bg*")
Por otra parte de (10) y (7) se obtienen:
a'*, a*/ + ao*ll a.*ll a */ a.*ll — au*/l a*/
a4 = — = * —; a;” = — : ; (19
ALl lla® | ’

(4 — 18 -




VARIEDAD DE RIEMANN TRIANGULABLE DE UN ESPACIO PROYECTIVO

b* b + be*” b be* b — b b

y o b= oy b S b @)
y teniendo en cuenta (11) y (ll “) resulta:
¥ = d Do Ib*l+Xu[(@* b¥ — & b*") (a” — b)
+ (@* b* + a*” b*") (a* +b*)] + w* b* lla,,*ll] a6
¢ = d [N a* llb*| +kp.[(a0*; b — a,*” b*) (a¥ — b*)
+ (¥ B+ a*” bF) (4* +bA] +u? b llag*l]
siendo ,
d=1:D20bM + v?la*l + 2% p(@* b* + a* b*)]. (17
Por poseer A y B proyecciones sobre R, no puede ser lla*| = 0, ni

lb*ll = 0, por consiguiente (17) prueba que para todo (X, w) tal que
A+p =1, 0=Ar=1, el denominador de d es distinto de cero. luego
(16) representan ndimeros de k,, con la salvedad indicada en el enunciado
del Lema.

DerFinicion 4 Los punfos 4,, ..., 4, de R se llaman vértices linealmen-
te independientes, cuando verifican las dos condiciones siguientes:

1.° Existe un ¢ tal que todos ellos poseen proyeccién sobre R;. 2.° Las
proyecciones de 4,, ..., A, sobre R, son linealmente independientes en R
siendo ¢ el menor indice tal que todos los puntos 4,, ..., 4, posean proyec-
cién sobre R,. .

DerFivictén 5. Si A, ..., 4, son vértices linealmente independientes, se
llama simplex n-dimensional de vértices A4, ..., 4,, y se representa por
s, = [4y, ..., 4,], al conjunto de todos los puntos P de X° tales que .

o
P €[4, 0] siendo Q un punto que recorre el simplex s,_,=[4,,... LAl
De las definiciones 4 y 5 inmediato el siguiente corolario del Lema

Cororario 1. Si A,. .... A, poseen proyeccién sobre R;, todos los pun-
tos P del simplex [A,, ..., A,] poseen también proyeccion sobre R,.

Cororsario 2. Si P€[A,, ..., A.] vy  es el menor indice para el que
Ay, ..., A, poseen proyeccién sobre R;, se verifica que

Proy,; P =X Proyg; Ay + ...+ A Proyg; dm, M +... + X =1, 0 =) = 1.

4. DESCOMPOSICION SIMPLICIAL DE LA VARIEDAD DE RiEMANN R.

Sean : a y a’, 1 =1, ..., 2n, dos puntos de R tales que Proyg a =
= (0, . , 0y ProyR,, a, = (0,...,,—1, ..., 0), en donde las coorde-
nadas son todas nulas excepto la i- é51ma que es 1 en el primer caso y — 1
en el segundo.

Consideremos los N = 2 simplices (2n — 1) -dimensionales:

» sl = (al’ ey a‘Zn)5 AR SN = (al’y ey aZnI)' .
S~ 19 — 5)
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La unién de los simplices 2n-dimensionales:

S, =(0,s); i=12, ....N
siendo Proy 0 = (0, ..., 0), es un entorno del punto 0 de R.
Sea ¢ un punto genérico de s,:

PrOyRO ¢ = (Cll cl’! MRS cn'y cn’); Cl+cl, + ... + Cn"l'cn/ = l)
0<=e¢=10=c¢ =1

Sea X un punto de R tal que
Proys X = (Aey, Acy, .-y Ay AG:), 1 =2 <00, A€k,

Se verifica que

Prov. x C B ¢/ e+ e ¢l —eac+e ¢
X Vi = PN i e
‘ A2+ e A+ e+ e
— * G I ¢’ e+ ¢/ ¢l —aete G )
¢t + ¢ 2+ e¢? ¢+’ 2 + ¢ T
0<A*¥ <=1

Dernicién 6. Llamaremos simplex 2 n-dimensional de sequnda espe-
cie, T, al conjunto de todos los puntos p de R tales que
i ¢/ Ge+ ¢ ¢/ —ccl el G

Proy, P = | \*———7» — A*
4 ¢ + ¢ ciz + ¢7 ’ ¢ + ¢ ¢ + ¢

’

, ...)(18)

i=1, ...,n, 0=2*%=1, c¢’+¢2F0, Propg c=(c ¢, ...) €5,

siendo s un simplex (2 n — 1)-dimensional de R,. En particular, si toma-
mos como simplex s el simplex s; anterior, al simplex definido por (18)
lo representaremos por T.. : '

TeoreEMa. El conjunto fbrmado por los simplices S,, ..., Sy, juntamen-
te con los simplices de sequnda especie T, ..., Ty, es una descomposicién
stmplicial de R. : e

DemosTRACION. Sea ¢ un punto arbitrario de R. Pueden ocurrir dos
cosas: , .

1.° Sea Proym q¢ = (g, ¢/, --., qu, 42)-

2.° No existe Proyy, 4.

1.° Seax=l|q|+|g|+ ... +]g.]. 81X <1 el punto q pertenece a uno de
los mmphces S.1=1, ..., N, y s6lo a uno si no pertenece a una de sus
caras. Si A > 1, q pertenece a un simplex T, y s6lo a uno si no pertenece a
una de sus caras. Finalmente, si X = 1, q pertenece a la cara comin a un
simplex S; y un simplex T..

.2.° Supongamos que exista Proyz 4 = (0, 0, ¢, ¢, ..., ¢, ¢.)- Las dos
primeras coordenadas deben ser nulas, puesto que no existe Proys, 4.

(6) — 90 —
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Vamos a determinar un punto ¢ de R tal que

PI'O)’Ro C = (clv cl,, c27 c‘.?,: LERS] Cm C'n,)
y que se verifique:
ae+ el : — a6+ o6 & 19)
, - - 2 Ly
¢t + ¢ » et + ¢ ’

El sistema (19) es equivalente al siguiente:
G=Ga&—a' e, o =g F ¢ .. (R0)
Poniendo
q=1{(4 9 9 ¢, -~ 1,0, .., ¢, ¢)
(], = (_q2,5 sz - q3,1 %7 RS 07 1‘7 ey _an) qn)
—(—j-z (Cly cl,y AERE ] ci’ ’cilv ey cm C,,’)

el sistema (20) se puede escribir en la siguiente forma:
—C—= Ci—q— + Ci’—q-,l + (1 —_— C; — ("-’)a

siendo 0 = (0, ..., 0), lo que prueba que ¢ pertenecev al plano bidimensio-

nal de R, determinado por los punto g, ', y 0. Si este plano corta a las ca-
ras Sa,, ..., Se,, de los simplices Tay, ..., Ta, el punto q pertenecerd a los
bordes de todos estos simplices Toy, ..., T, ¢. q. d.
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